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DES ESPACES RETICULES 
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ABSTRACT 

We show that if E is a non-reflexive Banach lattice, there exists for every n a 
dual of finite even order of E which contains isometically P.. We show the 
analogous result for l :  when E is not weakly sequentially compact. We show 
that if E is a Banach lattice which is isometric to the dual of a Banach space X, 
then the order intervals are o'(E,X)-compact. We prove then that under various 
conditions, a Banach lattice which is a dual as a Banach space, is a dual as a 
Banach lattice. In particular, this is true when the predual of E is unique. 

Notations 

La boule  unit6 d ' u n  espace  de Banach  E sera  not6e E l .  La topo log ie  faible  sur 

E est not6e  ~o, la topo log ie  pr6-fa ible  sur  le dual  E '  est not6e  w* ou o- (E ' ,E)  s'il  

y a ambigui t6  sur le pr6dual .  Un  espace  de Banach  est dit  r6ticul6 ([16], p. 81) si 

c ' es t  un espace  vector ie l  r6ticul6, et  si sa n o r m e  v6rifie [x [ =< [y [ ~ Ilx II--< [[y [I. 

Les espaces  de  Banach  consid6r6s sont  r6els, de  n o m b r e u x  r6sul tats  s ' 6 t enden t  

au cas complexe  avec des d6mons t r a t ions  ident iques .  O n  no te ra  l~,, respect ive-  

m e n t  l~, l ' e space  R" muni  de la norme  Z?=~[x, I, resp.sup~_,<,  Ix, I. 
O n  no te ra  ix l ' in jec t ion  canon ique  d ' un  espace  X dans  son b idual  X",  

7rx =ix,  o(ix)' la p ro j ec t i on  de X '"  sur  i• para l l~ lemen t  h i •  ~, et 

(i• la b i t r anspos6e  de l ' in jec t ion  canon ique  ix. On a fl = 1 et 

Ke r  (ix,,-  (ix)") = ix,, ~ ix (X)  [5]. Lo r sque  l ' emplo i  de ces no ta t ions  ne sera  pas 

ind ispensable ,  on ident i f iera  s imp lemen t  X a un sous-espace  de X".  

I. Construction de cubes et d'ortaedres dans les duaux d'ordre ~lev~ 

D'ap r~s  le th6or~me de James  ([11]), tout  espace  non reflexif  E con t ien t  pour  

tout  e > 0 un sous-espace  de d imens ion  2, (1 + ~ ) - i somorphe  ~ l~. En  d ' au t r e s  

Requ le 20 mai 1982 

61 



62 G. GODEFROY Isr. J. Math. 

termes, si E n'est pas reflexif, il existe un ultrapuissance E~ de E qui contient 

isom6triquement 12 t. Dans le cas des espaces r6ticul6s, ce r6sultat peut 6tre 

pr6cis6. On a en effet 

THI~ORI~ME 1. Soit E un Banach  rdticul~ non reflexif. Le dual  E (6) d'ordre 6 

contient un sous-espace isomdtrique h l~. 

DI~MONSTRAT[ON. Nous dirons qu'un op6rateur S d'un espace E darts 

lui-m6me est une sym6trie si S 2= IdE. 

LEMME 2. Soit E un espace de Banach  tel qu ' it existe une symdtrie isomdtrique 

S de E"  telle que K e r ( S - I d u , , ) =  E. Alors le dual  E (4) d'ordre 4 contient 

isomdtriquement l ~ . 

Ecrivons E "= E • F ,  avec F = Ker(S + Id). Soit x E F, de norme 1. Dans 

l'espace E "), on a zrE,((i~)"(x)) = iE,,(x) (cf. par exemple [151), La projection ~rE, 

6tant de norme 1, on en d6duit que le segment [i~,,(x),(iE)"(x)] est contenu 

dans la sphere unit6 de E (4). Soit S " : E " ) - - ~ E  ") la bitranspos6e de S. On a 

K e r ( S " -  IdE-,) = (iE)"(E") puisque (iu)"(E") est l'adh6rence de i~,, o is (E )  dans 

(E (4), oJ *); par cons6quent S"((i~ )"(x )) --- (iE)"(x ). D'autre part, on a S"(iE,, (x)) = 

-S"( iu , , (x) )  puisque S ( x ) =  - x .  L'espace engendr6 par i~,,(x) et (iu)"(x) est 

donc stable par S". D'autre part, S est une isom6trie; on en d6duit que le 

segment [ - i ~ ( x ) ,  (iE)"(x)] est contenu dans la sphere unit6 de E "). La boule 

unit6 de E (4) est bien stir sym6trique par rapport h 0. I1 est alors clair que l'espace 

engendr6 par iz,,(x) et (ie)"(x) est isom6trique a l~. 

Soit ~ pr6sent I11 Ill une norme r6ticul6e sur l ~(N). Le bidual (I~(N) ", III III) 
s'6crit 

I'"(N) = / '  (N)@,/R(/3 N\N), 

l'application S : l '  (N)--* l ~ (N) 

x : x , + x 2 ~ S ( x ) = x , - x 2  

est une sym6trie telle que Ker(S - Id) = l', et on a Ill S ( x )  Ill = Ill x III pour tout 

x puisque x~ ^ x2 = 0  et que ia norme ill Ill est r6ticui6e, ear ie Iemme 2, 

l'espace (II(N) " ,  Ill Ill) contient isom6triquement l). 

Si E est maintenant r6ticul6 non r6flexif, alors ([16], p. 95) E contient un 

sous-r6ticul6 isomorphe ~ 11(N) ou un sous-r6ticul6 isomorp.he ~ co(N). Si 
E D I  l ( N ) , o n a  

E "~ D 1 ~ (N) ~ D l 
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donc h fortiori E~6~ 1~ isom6triquement. Si E _D co(N), alors 11 (N) est quotient 

de E' ,  donc It(N) ~4~ est quotient de E ~5~. Mais l'espace l~ est injectif, donc 

::l'n" : II (N)'4"--~ I l, I[~fl = 1. 

Par cons6quent, l~ est isom6trique fl un quotient de E ~5), donc (l~)' est 

isom6trique fi un sous-espace de EtCh; et (l),) '=  If est isom6trique fi 11. C.Q.F.D. 

REMAROUES. (1) I1 est montr6 dans [7] que s'il existe une sym6trie 

isom6trique S de E" avec K e r ( S - I d ) = E ,  alors E est faiblement 

s6quentieilement complet. Si E est suppos6 r6ticul6, on a une caract6risation des 

f.s.c, rEticul6s. 

(2) Pour tout espace de Banach, soit a ( E )  dEfini par 

a ( E )  = inf{n E N 1E~"~D 1~ isom6triquement}. 

L'espace l~ Etant injectif, on a comme ci-dessus Etk)_D l~ pour tout k >= a (E) .  Un 

adaptation de la d6monstration ci-dessus permet de montrer que si E est rEticul6 

non reflexif, on a a(E)=< 5. NEanmoins, nous avons 6nonc6 le rEsultat pour E t6) 

afin d'avoir un espace qui soit finiment representable dans E. Notons d'autre 

part que la norme III III sur co(N) dEfinie par 

Ill (uo)III = II uo 11 + ( ,, �9 Inn-l" 

est une norme r6ticulEe telle que (l ' ,  III III) soit strictement convexe; on a donc 

dans ce cas a ( E ) ~  3. La valeur maximale de a (E) pour E rEticulE non r6flexif 

est donc 3,4 ou 5; cette valeur reste h determiner. 

Ce premier thEor6me peut 6tre prEcisE et Etendu. II est bien connu, et facile de 

dEmontrer, que tout Banach rEticul6 B-convexe est r6flexif. Montrons qu'on a 

plus prEcisEment 

THr~OREME 3. Soit E un espace de Banach rdticul~ faiblement sdquentiellement 

complet non r~flexif. Alors le dual E ~2") d'ordre 2n contient un sous-r~ticuld 

isomdtrique d l~. 

Soit E un espace de Banach r~ticul~ non f.s.c. Alors l' espace E ~2"+2~ contient un 

sous-r~ticul~ isomdtrique d t~. 

DEMONSTRATION. Pr6cisons quelques notations. On note E (')) l'espace I l(N) 

et E <k) son dual d'ordre k. Soit 

i. : E~2")--~ E (2~+2) 

l'injection canonique, et 
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i .  : E~2.+2)__.~ E~2.+41 

sa bitranspos4e.  On note  (E~2"~)r la bande 6tranghre h E ~2"~ dans E ~"+2~. On a 

donc 

E~2.+2~ = E~2.~O(E~2"})e" 

Enfin, on note  
7"l'n : E (2" +4)-''-> E (2n+2) 

la pro jec t ion  parall61ement ~ (E~:"+'~) I.  

L 'espace  l ~ est muni d 'une  norme  rOticul0e pour  l 'ordre usuel, que nous 

notons s implement  I['1[. 

LEMME 4. Soit  x E ( E ' ~ ) r  = (1~)r O n  pose 

XO ~ X ,  

x~ = (in O"(X. ,). 

on a x ,  ~ (E~2"~), pour  tout  n.  

DEMONSTRATION. Mont rons  que x, = ( i , y ( x )  appar t ient  ~ (E~e~),. On peut  

supposer  x _->0 et Ilxl] = 1. L 'hypoth6se  x ~ ( E ) r  6quivaut 

r e > 0 ,  3 y n E E "  t.q. 

t y. ->y,+, Vn, 
inf~,y, = 0, 

( x , y . ) >  1 -  e Vn.  

Soit r : E " ~ E  la project ion parall61ement h (E)~. On pose y', = 7r'(yn). On a 

y', E E'",  et 

y', = y. sur E <z~ yn = i[,(y'n), 

y ', = 0 sur  Er 

On en dOduit que inf~,,,y', = 0. D ' au t re  part  

( i~ (x ) , y ' )  = (x, (i,,)' (y ',)) = (x, y . )  

d 'o~ (x~, y ' )  > 1 - e pour  tout  n ; il est alors clair que x~ ~ (E~)r  I1 sutlit aiors de 

ra isonner  par r6currence pour  voir que x, E (E~2"~), pour  tout  n. C.Q.F.D.  

R e m a r q u o n s  h pr6sent  qu 'on  a pour  tout  n 

( x . + , )  = x . .  
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Les project ions  or, sont de no rme  1. On en d6duit  VA,,, A~ , . . . ,A ,  E R '  

( )ll II A,x~ => :r, A,x~ = A,x~ + X,-l(A. + A,-~) , 
i = 0  i = 0  i = 0  

= ~ A,x, + (A~ + A. ~ + A. ~.)x. ~. 
= 

et en poursuivant  par  induction 

i = 0  i ~ 0  i = O  

d'off 

VAo,A,,'",A, ER + /~oAix, I = ~ A , . . =  ,=~, 

Consid6rons  ma in tenan t  pour  0_- < k =< n la sym6trie  Sk de /~(2n+2) d6fini par  

Sk = - I d  sur (EI2k~)e 

Sk = Id sur Er2k )@ E(2k+4)@ �9 "" ~ E (2'~+2) 

on a Sk (xk) = - x k  et Sk (x,) = x, si i ~  k. Les sym6tries Sk sont des sym6tries de 

bande,  les espaces E (') sont des espaces r6ticul6s, donc les Sk sont des isom6tries.  

On en d6duit  que 

V(A,) E R A,x, = [A,I 
i = 0  

donc l'espace F, engendr6 par x o , x , . . . . , x , ,  est un sous-espace de E (:~§ 

isom6trique ~ l~+~. Remarquons de plus que les (xi) 6tant positifs et 6trangers 2/~ 

2, l'espace F, est un sous-r6ticul6 de E (2"+2). Enfin, si X est r6ticul6 f.s.c, non 

reflexif, alors X contient un sous-r6ticul6 isomorphe ~ l ~ (N) munie de son ordre 

usuel ([16], p. 95); ce qui pr6c6de mon t re  alors que X ~2"~ cont ient  

i som6t r iquement  l~, c o m m e  sous r6ticuI6. 

Soit /~ pr6sent  E r6ticul6 non f.s.c.; E cont ient  alors un sous-r6ticul6 

i somorphe  ~ co(N) ([16], p. 95). II suffit doric de d6mon t r e r  notre  r6sultat pour  

co(N) muni  d 'une  no rme  r6ticul6e 6quivalente.  

Pour  cela, consid6rons I 1 (N) muni  de la no rme  r6ticuI6e duale  et commenqons  

la construct ion des l~. ci-dessus en choisissant pour  x,, un a tome  de (l~)e, soit 
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go = II, = lim~x., pour ~ ultrafiltre non trivial sur N. Alors 

xl = (io)"(~o) est un atome de (E~2~).. En ettet, il faut montrer que 

(io)"(Xo)(f v g) = (io)"(xo)(f) v (i,,)"(x,,)(g) 

pour tout f ,g  E E" .  Or la projection i~:E'"---~E' est un morphisme d'espace 

r6ticul6; en ettet Keri/i = io(E) l e s t  l 'orthogonal d'une bande de E", donc une 

bande et en particulier un id6al. On a alors 

(io)"(Xo) (f v g) = x,,(i;(f v g)) 

= xo(i~([) v i:~(g)) 

= x,,(i~(f)) v xo(i;(g)) 

= (io)"(xo)(f) v (i,,)"(x,,)(g). 

I1 est alors clair par r6currence que pour tout n,x.  est un atome de (E<2"))e. 

L'espace F, est alors une bande de E <2"+2). Soit alors 7r:ECa"+2)---~F. la 

projection de bande; l 'espace 7r'(F') est un sous-r4ticul6 de E (2"+3) isom6trique 

17+~, et on a E ~2"+3) = (co(N)y 2"+~). C.Q.F.D. 

REMAROUES. (1) La d6monstration faite permet d'6tendre imm4diatement le 

r6sultat au dual d 'ordre No; plus pr6cis6ment, si E est r6ticul6 f.s.c, non r6flexif 

- -  respectivement E non f.s.c. - -  alors E(N,,) contient un sous-r6ticul6 

isom6trique h l ' (N) - -  respectivement a co(N). 

(2) Par le principe de reflexivit6 locale ([12], p. 196) et le fait que les L-espaces 

sont contractivement compl6ment6s dans tout r6ticul6 ([16], p. 120) on d6duit du 

th6or~me 3: Soit E un Banach r6ticul6 f.s.c, non r6flexif; alors pour tout n E N, 

et tout e > 0 ,  il existe X C E  de dimension n, tel que (1) d(X,  l l ) < l + e ,  

(2) 3 z r : X ~ E  projection de norme H~rH<l+e .  L'exemple de / ' (N) muni 

d 'une norme r6ticul6e strictement convexe montre qu 'on ne peut faire e = 0 

ci-dessus. 

Les m6thodes employ6es ci-dessus s'appliquent 6galement ~ des Banach plus 

g6n6raux. Notons SL la sym6tie de R 2 muni de la norme ]]xl~ + Y/2H = Ix l+ ]Yl 

d6finie par SL (xl~ + y/2) = xl~ - yl2. Si E est un espace de Banach tel qu'il existe 

une sym6trie isom6trique S de E" telle que K e r ( S - I d ) =  E, alors SL est 

finiment reprdsentable dans S. On a plus pr6cis6ment 

LEMME 5. Soit E un espace de Banach tel qu'i l  existe une projection 

rr:E"---> E telle que IIx - y l l - - l l x  + y l l  pour tout x E E  et tout y E Kerrr. Alors 

pour tout y E Ker 7r, I1Y II = 1, et pour tout e > O, il existe x E E de norme 1 tel que 

vx, , (1-   )(IA I I)_-<tl x I+ I. 
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DI~MONSTRATION. Soit y E Kerrr, Jly 1[ = 1. L'application S = 27r - 1 est une 

sym6trie isom6trique. D'apr~s la d6monstration du lemme 2, le sous-espace Vy 

de E "~ engendr6 par y et (iE)"(y) est isom6trique/a 12 ~, et on a 

Ily - (i~)"(y)[[ = Jly + (iE)"(y)H = 2. 

Soit (x~) un ensemble filtrant dans E~ tel que 

y = lim x~ dans (E", to *). 
a// 

I1 est facile /t voir que 

(iE)"(y) = lim x~ dans (E(4), to*). 
9l  

La norme duale sur E (4) 6tant to*-s.c.i., on en d6duit 

lim II Y - x~ II ~ II Y - (iE)" (Y)II = 2 ,  
0// 

lim II Y + x= II ~ II Y + (i~)"(Y)II = 2. 

Par cons6quent, pour tout e, il existe x, E E1 tel que 

I[y - x ,  J l > 2 -  e, Ily + x ~ l l > 2 -  e. 

II est facile d 'en d6duire que l'espace engendr6 par y e t  x, est "presque"  l~, d'o~ 

le lemme. C.Q.F.D. 

D6duisons de ce lemme le r6sultat suivant, que montre le r61e particulier tenu 

par les L-projections.  

THgORME 6. Soit E un espace de Banach non r~flexif. On suppose qu'il existe 

une projection 7r:E"---~E, et une fonction ~p:R2+---->R telle que I l x l l  = 

~(ll~xll, l l x - ~ x l l )  pour tout x E E " .  alors on a ~ ( t , u ) = t + u  pour tout 

(t ,u)~R2+. 

D~MONSTRATION. Soit y E KerTr, JJYJl = 1. L'existence de la fonction 

montre que les hypotheses du lemme 5 sont v6rifi6es. Soit e > 0, et x, E E. 

Jlx* l[ = 1, tel que 

VA,/z E R  

On a 

O - ~ ) ( I / I  + I ,  I)=< II~x. + ,y l l=<  I~ I + 1 ,  I. 
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d'o~ 

VA,,u. E R ( 1 -  ~)(IA I + t ~  I)< ~(1~ I,IA I)~ IA I+1~ I . 

Ceci 6tant vrai pour tout e > 0, la conclusion s'ensuit. C.Q.F.D. 

On sait (voir [2]) que toute L~-projection (1 < p =< ~) dans un espace dual est 

to *-to *-continue. On en d6duit le th6or~me 6 dans le cas oO q~ est suppos6e de la 

forme ~ ( t , u ) = ( t  p +uP)  '/~ (l<=p ~ ) .  

I1 existe bien stir des espaces E tels qu'il existe des sym6tries isom6triques S 

de E"  avec Ker(S - Id) = E et qui ne sont pas L-facteurs dans E";  c'est le cas de 

l'espace /~(N) muni de la norme 

I I ( u . ) l l = s u p  lu ,I ,  Z lu . I  . 
. = 2  

II. Etude des pr6duaux d'espaees r6ticules 

I1 est bien connu que le dual d'un espace r6ticul6 est un espace compl6tement 

r6ticul6 pour l'ordre et la norme duale. Il est naturel de se poser la question 

inverse, ~ savoir: soit E un espace de Banach r6ticul6, dual en tant qu'espace de 

Banach de l'espace X. Que peut-on dire de X ? Le th6or6me ci-dessous montre 

que l'espace X n'est pas tout ~ fait ind6pendant de la structure d'ordre. 

THt~ORI~ME 7. Soit E un espace de Banach rdticul6, isom6trique au dual d 'un  

espace de Banach X. Alors pour tous x, y E E, x <= y, l'intervalle d '  ordre Ix, y] est 

o'(E,X)-compact. 

DI~MONSTRATION. L'espace X sera le seul pr6dual de E consid6r6 dans la 

d6monstration: la topologie t~(E,X) sera doric d6sign6e par to*. Soit (x,) une 

suite d6croissante d'616ments de E+; la suite (x,) est to-Cauchy, par cons6quent 

l i m , ~  x, existe dans (E, to*). 

LEMME 8. Sous les hypothbses du th6or~me, soit ( x , ) E E  § une suite 

ddcroissante, et y = lim,o~x, dans (E, to*). Soit 7r, : E"--> E" la projection sur la 

bande engendrde par x. dans E". On a 7r. (y) = y pour tout n. 

D'apr~s [8] (lemme de la d6monstration du th6or~me 8), on a 

p ~ q  ~ [ ] 2 n ( I - T r ~ , ) [ y ] + x q l ] < l  V n E N .  

(Nota: la suite (x.) 6tait suppos6e dans ce lemme d6croissante et d'inf. 0; la 

d6monstration n'utilise cependant que la d6croissance.) 

On en d6duit imm6diatement que 
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Soit 

Vp 

V p E N  % l y l = I y l .  

Les projections (~rp) 6tant des projections de bande, ceci est clairement 

6quivalent h ~rp (y) = y pour tout p. C.Q.F.D. 

Montrons ~ pr6sent que l'espace E est n6cessairement compl6tement r6ticul6. 

Soit x E E+; l'espace Ex = U . ~ [ - n x ,  nx] est positivement isom6trique ~ un 

espace (~(Kx), lorsqu'on le munit de la norme jx = jauge  de [-x,x]. I1 faut 

montrer que Kx est un compact stonien. 

Montrons tout d 'abord que Kx est o--stonien. Soit 0 un ouvert F~ de K~, soit 
0 

0 = U . ~ F . .  On peut supposer F, C_ F,+1 pour tout n. Soit x, E ~(K~) tel que 

(1) 0-<x,  _-< 1, (2) x. = 1 sur F,,  (3) x, = 0  sur CO. 

La suite ( x - x . )  est une suite d6croissante d'616ments positifs; soit y = 

l i m ~ . ( x - x , ) .  On utilise ici la repr6sentation de E comme espace r6ticul6 de 

fonctions continues num6riques sur K~ (voir [16], p. 168). Le lemme 8 permet en 

effet de se ramener au cas off x est une unit6 d 'ordre faible de E. D'apr6s le 

lemme 8, on a y = 0  sur 0. Soit yo= x - y =l im~.x,  ; on a donc yo= 1 sur 0. 

D'autre part, soit 0' un ouvert de ~(K~) tel que 0' A 0 = Q); il existe g E ~(Kx) 

t e l q u e ( 1 )  0 _ - < g = l , ( 2 ) g = 0 s u r 0 ' , ( 3 ) g = l  sur0 .  

En appliquant le lemme 8 a la suite (g - x,), on voit que yo = 0 sur 0', et donc 

que y o = 0  sur CO. On a donc montr6 qu'il existe une fonction continue 

num6rique, & savoir yo, telle que 

y o = l  s u r 0 ~ y o = l s u r 0  

y -- 0 sur C0 

ce qui montre que 0 est ouvert. Une d6monstration analogue (off on remplace les 

suites (x.) par des fami!les d'616ments (x~)) montre que Kx est stonien. On sait 

d 'autre part ([8], th6or6me 8) que sous les hypoth6ses du th6or6me 7, l 'espace X 

est sous-espace de la bande E'c des formes lin6aires continues en ordre sur E. La 

bande E'c s6pare donc les points de E, ce qui montre que l'espace (E')~ = 

{fI,e~K.~IfEE'} v6r i f i e :U{supp( /z ) [ / z~(E ' )~}  dense dans K~. Or, toute 

mesure de (E ' ) ,  est une mesure normale sur le stonien K,. Le compact K, est 

donc hyperstonien, et la boule unit6 de ~(Kx), soit [ - x,x],  est compacte pour la 

topologie de la convergence simple sur les mesures normales, et donc ~ fortiori 

~r(E,E')-compacte. Mais comme on a X _C E'~, la topologie tr(E,X) est moins 

fine que ~r(E,E') et donc [-x,x] est g(E,X)-compact .  
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Par translation de vecteur t, on en d6duit que s i t  => x, l'intervalle [x,2t - x] est 

o-(E, X)-compact. Enfin, si y _-> x, on a 

[x,y] = [x,2(lxlv ly I ) - x ]  n [ -  2(Ix v ly I ) -  y,y]  

et donc [x, y] est o-(E,X)-compact. C.Q.F.D. 

REMAROUES. EXEMPLES. (1) Le th6or~me 7 permet de retrouver divers 

r&ultats employ6s dans la d6monstration, par exemple que E est 

n6cessairement compl~tement r6ticul6, et que X est contenu dans l'espace E'c 

des formes lin4aires continues en ordre sur E. Notons 6galement que si (x~) est 

une suite croissante et y = sup.x. ,  on a y - - l i m , ~ x ,  dans (E, to*). 

(2) Si K est un compact hyperstonien, il existe une unique topologie de 

convexe compact sur la boule unit6 de ~ ( K )  [9]; par cons6quent, si XI et Xz sont 

deux pr6duaux de E, les topologies ~r(E,X 0 et ~r(E, X2) coincident sur les 

intervalles d'ordre. D'autre part, toute suite monotone born& en norme de E 

est fax .  (voir [8], d6finition 1) donc sa limite pr6faible ne d6pend pas du pr6dual 

([8), lemme 2). On d6duit de ces deux remarques que si X est un pr6dual de E, si 

7rx : E"---~ E d6signe la projection parall~lement ~ X • et E"  la bande engendr6e 

par E dans E", alors les projections 7rx coincident sur E" .  Si E"  = E" (i.e. si E '  

est f.s.c.), on en d6duit que E a un unique pr6dual (un r6sultat de [8]). 

(3) I1 faut noter que sous les hypoth&es du th6or~me 7, le c6ne positif E + 

n'est pas toujours o '(E,X)-ferm6, ainsi que le montre le pr4dual suivant X de 

l '  (N) muni de sa norme usuelle 

X = { (u,)l Uo = - ,lim u" 

Si (e,) d6signe la base canonique de ll(N), on a l i m . ~ e ,  = - e o  dans 

(ll ,o'(ll ,X)).  Notons que le c6ne (l'+) ~ polaire de 11+ dans X est r6ticul6 mais 

n'est pas g6n6rateur. En ettet (11§ = {(u,) E X luo = l i m , ~  u, = 0}. Revenons a 

notre probl~me initial. On dira qu'un espace X est unique pr~dual de son dual 

X '  (voir par exemple [6], [7], [8]) si r & : X " ' ~ X '  est l 'unique projection 

7r:X"'---~X' de norme 1 telle que KerTr soit to*-ferm6. On a alors 

TH~OREME 9. Soit E un espace de Banach r~ticuld, dual d 'un espace de 

Banach X. Si l ' espace X est l ' unique prddual de E, alors X est rdticul~ et E est le 
dual de X pour la norme et pour l'ordre. 

DEMONSTRATION. Soit x E X. I1 s'agit de montrer  que I x l ~  x ,  06 la valeur 

absolue de x est pris dans le dual E '  de E. Soient x~ = x v 0 et x2 = - (x ^ 0); on a 

x = x ~ - x 2 ,  I x l = x ~ + x 2 ,  et x l ^ x 2 = 0 .  Soit N ( x l ) = { y E E I x ~ ( l y l ) = O } .  
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L'616ment xl est continu en ordre sur E, donc N(x 0 est une bande de E, de plus 

E est compl~tement r6ticul6 d'aprbs le thEor6me 8, donc N(x~) est une bande 

compl~ment6e. Soit 7r : E  ~ N(x~) la projection de bande, et posons S = 2~- - L 

L'application S est une symEtrie isom6trique de E ;  l'espace X Etant unique 

prEdual, on a S ' (X)= X (voir [6]). Or, on a S'(x)--Ix l e t  donc Ix I E X. 

C.Q.F.D. 

EXEMI'LES. Si E '  est f.s.c, alors le prEdual de E est unique ([8]) et par 

cons6quent il est r6ticul& Ce rEsultat Etait connu (voir par exemple [16], p. 124) 

dans le cas o~l E = C~(K) muni de sa norme usuelle; il suffit d'ailleurs dans ce cas 

de remarquer que E]  est un homothEtique de E, .  

Si X a la propri6t6 de Radon-Nikodym, ou si la norme de E est ,~- 

diff6rentiable sur un ensemble dense, le thEor6me s'applique (d'apr6s [6]). On en 

d6duit par exemple que tout espace ayant la propri6tE de d6composition de 

Riesz et la propri6tE de Radon-Nikodym est rEticulE (et m6me dual de r6ticul6 

dans le cas E separable, par un thEor6me de Talagrand [18]). 

Inversement, si S est un simplexe compact, l'espace ,if(S) des fonctions affines 

continues sur S est un espace de Lindenstrauss; mais M(S) est r6ticul6 si et 

seulement si Ext(S) est fermE. Dans ce cas, on n'a jamais unicitE du prEdual d~s 
que dim S = ,o. 

REMARQUE. Le th6or6me 8 admet la formulation Equivalente suivante: s'il 

existe une norme 6quivalente II ][ sur X telle que 

(1) (X,] I ][) soit unique pr6dual, 

(2) la norme duale I] I]' soit r6ticul6e, 

alors X est reticulE. Si X est separable, l 'ensemble des normes Equivalentes 

telles que (X, II ]1) soit unique pr6dual contient un q3 8-dense du metrique 

complet des normes 6quivalentes; mais l'ensemble des normes telles que I[ II' 

soit r6ticul6e est maigre en g6n6ral. On a cependant 

THEOREME 10. Soit E un espace de Banach r~ticul~, isomorphe au dual d'un 

espace de Banach X tel que E* soit ~(E, X)-fermd. Si X est l' unique prddual de E 

pour route norme, alors X est r~ticul~ et E est le dual de X pour la norme et pour 

l 'ordre. 

DI~MONSTRATION. Soit E1 la boule unit6 d'une norme o-(E,X) s.c.i, et 

consid6rons l'enveloppe solide de E~, soit 

C = [(E § r3 E,) - E +] N [( - (E +) n E,) + E q .  

Le c6ne E+ 6tant o-(E,X)-ferm6, C est la boule unit6 d 'une norme o-(E,X)-s.c.i; 
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cette norme est d 'autre part r6ticul6e. II suflit alors d'appliquer le th6or6me 9 ~ E 

muni de cette norme. C.Q.F.D. 

Notons que E ~ o-(E, X) ferm6 signifie que le c6ne polaire (E+y est g6n6rateur 

dans X. 

EXEMPLES. Si X a la propri6t6 de Radon-Nikodym, on si E '  est f.s.c, le 

th6orbme s'applique. Sous ces hypotheses, le c6ne (E+) '' polaire de E +dans X 

est un c6ne r~ticuld g6n6rateur. Notons qu'il n'est pas r6ticul6 en g6n6ral, m6me 

si E + est o-(E, X)-ferm6, comme le montre l 'exemple des espaces A (S), o/J S est 

simplexe compact avec Ext (S) non ferm6. Le cas extr6me est celui de l'espace de 

Gurarii G ([10]), o/l on a E x t ( S ) =  S. 

Soit /3 un pr6dual isomorphique de I '(N) ayant la propri6t6 de 

Radon-Nikodym ([3]). L'espace /3 est unique pr6dual de son dual pour toute 

norme ainsi que son dual 1 ~. En appliquant deux fois le th6or6me 8, et le fait que 

B Z~ co(N) on voit qu'il n'existe pas de norme sur /3  telle que la norme biduale 

soit r6ticul6e sur B " =  l ~ (N), et ce pour aucun ordre sur I~(N). L 'espace/3 est un 

exemple d'espace ~ structure locale inconditionnelle dont le bidual n'est jamais 

isom6trique ~ un r6ticul6. D'autre part, par le th6or~me 10, le c6ne positif (l ') + 

n'est pas cr(ll, B)-ferm6. 

Terminons par des conditions suflisantes d'existence de certains pr6duaux. 

PROPOSmON 1 1. Soit E un espace de/3anach rdticuld f.s.c. Si la norme de E 

est Frdchet-diffdrentiable sur un ensemble dense, c'est une norme duale et le 

prddual X est rdticuld avec une norme continue en ordre, et prddual de E pour la 

norme et pour l'ordre. 

DI~MONSTRATION. Soit Ee la bande 6trang6re ~ E dans E". On a E " =  

E 0 Ee, et la projection rr : E"- - ,  E parall61ement ~ E, est de norme 1. D'apr6s 

[6], si la norme d'un Banach E est Fr6chet-diff6rentiable sur un ensemble dense, 

I'ensemble 

={x E"lllx - ull llullVu 

est un sous-espace vectoriel ~o*-ferm6 de E"; on a clairement E 71 R~ = {0}. On 

a ici Ee =KerTrC_Re,  puisque 7r est de norme 1. Mais E " = E O E ,  et 

E 71 Re ={0}, donc E, = Re et Ee est ~o*-ferm6. L'espace E est alors 

isom6trique au dual du sous-espace (Ee)=  X de E ' ;  ce pr6dual est r6ticul6 

d'apr6s le th6or~me 8 car il est unique pr6dual [6]. Enfin, d'apr6s ([14], th. 5) 

l'espace X a une norme continue en ordre. C.Q.F.D. 

On en d6duit le 
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THI~ORI~ME 12. Soit E un B a n a c h  rdticuld f.s.c. Les  dnonc~s su ivants  sont  

(qu iva len t s  : 

(1) E a d m e t  un pr (dua l  X - -  pour  une norme (quiva len te  et pour  l 'ordre - -  

r(ticul~ avec  une norme co}ztinue en ordre. 

(2) Il existe une norme r(t icul(e sur E,  Frgchet-di f f (rent iable  sur un ensemble  

dense. 

DI~MONSTRATION. (2) ~ (1) est imm6diat par la proposition 11. 

(1) ~ (2). Soit X pr6dual de E avec une norme continue en ordre. I1 existe 

alors [4] une norme r6ticul6e sur X localement uniform6ment convexe. Le 

th6orbme de Bishop-Phelps montre alors que la norme duale est Fr6chet- 

diff6rentiable sur un ensemble dense; elle est bien stir r6ticul6e. C.Q.F.D. 

EXEMPLES. Si E est r6ticul6 s6parable avec la propri6t6 de Radon-Nikodym, 

il existe toujours un pr6dual r6ticul6 [18] mais pas toujours de pr6dual 

compl&tement r6ticul6 [17]; le th6or6me 12 donne une condition n6cessaire et 

suttisante d'existence du pr6dual compl~tement rgticul6. 

Tout espace E ~ base inconditionnelle "boundedly complete" v6rifie (1) et (2). 

L'espace X correspondant est alors ~ base inconditionnelle "shrinking". 

Si E v6rifie (1) et (2), alors E a la propri6t6 de Radon-Nikodym [14], et toute 

norme r6ticul6e sur E est la norme duale d'une norme sur X;  de plus, toutes les 

bijections isom6triques de E '  sont des bitranspos6es d'isom6tries de X. Notons 

d'autre part qu'il existe un unique prgdual de E qui soit compl&tement r6ticul6. 

Soit (u,)  une suite de r6els strictement d6croissante, avec Uo = 2 et lim,_~ u, = 

1. La norme 

Lit  HI-- ,) 
est une norme 6quivalente rgticulge sur l l(N), et Fr6chet-diff6rentiable sur un 

ensemble dense. A l'oppos6, il n'existe pas sur l'espace L 1 ( [0 ,1] ;dx)de  norme 

Fr6chet-diff6rentiable sur un ensemble dense qui soit r6ticul6e, ni pour l 'ordre 

usuel, ni pour aucun ordre (par la proposition 11). Notons qu'il existe des normes 

sur L 1([0,1];dx) qui sont Fr6chet-diff6rentiable sur un ensemble dense, comme 

sur tout espace s6parable. 

Terminons par une quest ion:  Existe-il un espace de Banach r6ticul6, 

isom6trique au dual d'un espace de Banach, et dont a u c u n  pr6dual n'est 

r6ticul6 ? 
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